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RESUMO

A simulagdo de Monte Carlo (MCS, do inglés, Monte Carlo Simulation) é um método estatistico que busca
por meio de uma geracdo massiva de dados apresentar uma solucdo para um problema multidimensional
complexo. Quando abordamos a analise e gerenciamento de risco, a MCS pode ser usada como uma ferramenta
para estimar a probabilidade de ocorréncia de eventos indesejados por meio da simulacdo do comportamento
do sistema ao longo do tempo. Entretanto, quando se aborda problemas cujas probabilidades sdo muito baixas,
é necessario um namero relativamente grande de simulaces para gerar ao menos uma observagdo do evento
desejado ao longo da simulagdo. Em alguns casos, o nimero de simula¢es necessarias se torna impeditivo em
termos computacionais. Como alternativa para viabilizar a aplicacdo da MCS a tais casos, este trabalho
apresenta a aplicacdo da simulagdo de Monte Carlo enviesada (BMCS, do inglés, Biased Monte Carlo
Simulation) a analise de confiabilidade e disponibilidade de sistemas de engenharia.

A BMCS constitui uma forma de abordar sistemas com probabilidades de falha muito baixas e reduzir o
nimero de rodadas necessarias em uma simulacdo. Esta reducdo é possivel devido ao fato de que um
procedimento de enviesamento forga a ocorréncia dos eventos de interesse, tais como a falha de componentes.
Em seguida, o viés introduzido pela abordagem é retirado pela aplicagdo de um fator de atualizacéo, que ajusta
o resultado a probabilidade real dagquele evento acontecer. Desta maneira, sistemas nos quais a consequéncia
de uma falha é catastrdfica, e que, portanto, necessitam de componentes cujas taxas de falha sejam
significativamente baixas, podem ter seus riscos analisados por vias menos custosas do ponto de vista do
processamento computacional.

1. Introducéo

Sistemas industriais complexos apresentam probabilidades inerentes de falha, que potencialmente resultam em
consequéncias graves para a vida, patrimdnio e meio ambiente [1]. Desta forma é essencial mensurar as
probabilidades de falha dos sistemas por meio de analises quantitativas, para auxiliar o gerenciamento de seus
riscos. Uma forma de fazé-lo é por meio das simulagfes de Monte Carlo, do inglés, Monte Carlo Simulation
(MCS) que é um método estatistico de se obter respostas numéricas para a modelagem de problemas
multidimensionais complexos na perspectiva probabilistica.

Apesar da popularidade da MCS, existem algumas limitacBes para a sua aplicacdo. Em particular, a
flexibilidade proporcionada pelo método implica numa alta demanda de processamento e memoria ao passo
que se deseja refinar a precisdo numeérica [2]. Isto culmina numa alta exigéncia de tempo para processar uma
simulagdo e, eventualmente, inviabiliza a estimativa de resultados numéricos que envolvem probabilidades de
ocorréncia significativamente baixas. Uma alternativa para otimizar as simulacBes € por meio do uso da
simulagdo de Monte Carlo enviesada [3], do inglés, Biased Monte Carlo Simulation (BMCS), que ¢ um método
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de se obter a resposta numérica mediante a substituicdo das distribui¢cdes de probabilidades originais por outra
distribuicéo de probabilidade que favoreca o evento de interesse (em geral, a falha do sistema).

Com o intuito de executar os avancos realizados pela literatura sobre a simulagdo de Monte Carlo enviesada,
este trabalho visa apresentar uma formulagdo do BMCS a analise RAM (Reliability, Availability, and
Maintainability) de sistemas de engenharia e uma aplicagéo-piloto.

2. Formulagao tipica da MCS para a analise RAM

O modelo de simulagdo indireta consiste no sorteio de um tempo T, das transi¢fes do sistema a partir de
uma fungdo acumulada de probabilidade de transicao do sistema F;(Ts.1|Ts) [2], onde T € o instante de tempo
atual no qual o sistema se encontra. A funcéo de densidade de probabilidade do sistema é derivada a partir da
funcdo acumulada de probabilidade de transicdo de cada componente i do sistema no estado j; dentre todos os
N, componentes, de forma que a funcdo acumulada de probabilidade pode ser obtida por meio de:

Ne (2.1)
F(ToalT) = 1= | [[1 = B TalT)]
i=0
Por definicéo, temos a funcdo de densidade de probabilidade derivando a equacdo 2.1:
(2.2)

N¢ N¢
0F;(Ts411T)
fj(Ts+1|Ts) = %= exXpy— Z[gjn(Ts+1) - gjn(Ts)] -Zin(TsH)
s+ n=1 =1

Onde y;, € a taxa que governa a transicdo do componente i a partir de seu estado j;. Por sua vez, g;,(t) =
t
N v;, (Dd.

A estrutura de cada rodada de simulagdo baseada na formulagdo acima pode ser dividida em 3 partes: (1) sorteio
temporal para a proxima transicao de estado do sistema, (I1) sorteio do componente k que sofrerd a transicéo
de estado, (I11) sorteio do novo estado i do componente k sorteado.

) O sorteio temporal T, que define 0 momento em que o sistema sofrerd uma transigdo de estado,
é obtido por meio do sorteio de uma variavel aleatoria &, € [0,1[ uniformemente distribuida,
atribuida a solucédo da equacdo 2.1, de forma que:

Fj(Ts+1|Ts) =&t (2.3)

) O sorteio do componente k que sofrerd a transi¢do sera realizado por meio do sorteio de uma
variavel aleatoria &, € [0,1[ uniformemente distribuida, de forma que o componente em transicao

sera aquele que satisfaz a equacdo 2.4., onde p;, = yji(TSﬂ)/Z:;l Vi (Tss1)-

k-1 k
Epji <&k < iji
i=0 i=1

(1) O sorteio do estado m do componente k selecionado seré realizado por meio do sorteio de uma
variavel aleatoria &, € [0,1[ uniformemente distribuida, de forma que o estado do componente em
transicdo sera aquele que satisfaz a equacgdo 2.5, na qual I, = 1, ..., NX representa um dos N¥

(2.4)
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estados do componente k, isto &, [, trata-se do novo estado do componente k, e j, o estado de
partida do componente k. Desta forma temos que 7, i, = ¥j, -1, (Ts+1)/Vj, (Ts41)-

m-—1 m (2.5)
Z -1k <ém < Z >l
k=1 k=1

A estrutura é repetida enquanto Ty, < T, onde Ty, € 0 tempo de missdo do sistema. Para todo instante em
gue o sistema encontra o evento topo, € registrado uma falha nos canais temporais ao longo do tempo de misséo
da simulacéo, ilustrado na Figura 2.1.

Estado 0 0 0 1 1 1 0 0
_____________ | | | | .
| | | | | | | | >
Te[rr’")"” 200 300 400 500 600 700 200 900
Falha Reparo
=412 =761

Figura 2.1 — Registro de falha no canal temporal

A indisponibilidade é obtida por meio da soma de todas as contagens de falha nos canais temporais, e dividindo
pelo numero de rodadas.

3. Aplicacdo da BMCS para a andlise RAM

A BMCS é um modelo estendido da MCS governado por uma funcdo de distribuicdo de probabilidade (fdp)
que favoreca um evento topo no lugar de uma fdp original. O enviesamento da simulacdo oriunda da troca de
distribuicdo é seguido por uma corre¢do do resultado quantitativo por um fator de atualizagdo (FA). A BMCS
na perspectiva da analise RAM visa substituir as fdps originais do sistema por aquelas que favorecem os
estados de indisponibilidade. Isto ocorre por meio da mudanca da distribuicdo continua de transi¢do no tempo
e/ou nas distribuicBes discretas na escolha do componente em transicdo de estado. O enviesamento de
componentes de estados binarios, isto €, operante e em falha, podem acontecer de duas formas: (I) modificando
as distribuicdes de probabilidade temporais para favorecer as transi¢c@es dentro do tempo de missao; ou (1)
modificar as distribuicGes de probabilidade discretas (vide as equagdes 2.4 e 2.5) a fim de favorecer as
transicGes para estados de falha. Ambos os métodos visam aumentar o nimero de registros de falhas do
sistema, estimando o valor real da indisponibilidade por meio da inser¢do do fator de atualizacdo (FA). A
aplicacdo de cada um dos métodos citados ocorre como descrito a seguir:

0] O avango temporal serd substituido por uma distribui¢do uniforme continua entre o tempo Ty e
Ty, cuja distribuicdo acumulada de probabilidade € dada pela equacéo 3.1.

* (T, (31)
F*(tIT.) =
() = 7

O tempo T, € obtido através do sorteio de uma variavel aleatéria &; € [0,1] uniformemente
distribuida, atribuida a solugdo da equagdo 3.1, de forma que F;" (Ts;1|s) = &;. Desta forma Ty,

é dado por pela equacdo 3.2.
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Tepq = Ts + (Ty — Ts) &t (3.2)

Vale a pena reparar que devido as propriedades da distribuicao uniforme, a simulacéo descrita pela
equacdo 4.2 possui infinitas iteragdes. Para solucionar esse problema, essa distribuicdo é
condicionada ao sistema operante exclusivamente, caso contrario, a distribuicéo de probabilidade
acumulada gue descreve os tempos de transicdo do sistema é a equacdo 2.1 (isto €, sem aplicacdo
do enviesamento). Desta forma, as transi¢des de reparo (cujos tempos até a ocorréncia geralmente
s&o muito menores do que os tempos até a falha) viabilizam o término da rodada de simulag&o.

) O sorteio do componente que sofrerd a transi¢do é obtido de forma condicionada. Caso o sistema
ndo esteja em estado de falha, a distribuicdo de probabilidade é substituida por uma distribuicéo
discreta uniforme entre todos os componentes do sistema, expressa pela equacéao 3.3.

k—1 k
i <¢, < i
N; =k N,
=0 i=1

Caso contrario, o sistema ndo necessita de enviesamento. Logo este ndo ocorrera.

(3.3)

Por fim, para toda rodada onde foi necessério a introducdo do enviesamento, serd necessario corrigi-los por
meio do fator de atualizag&o (FA), que é um valor que forcara o termo a assumir a indisponibilidade caso ela
ndo fosse enviesada. O fator de atualizagdo € dado pela razdo entre a fdp original, f;,, e a fdp enviesada, fj*
expresso na equacéo 3.4.

_ J5:Ts1Ts41) (3.4)
f;‘* (TslTs+1)

Desta forma, para aplicar o fator de atualizacdo na (1) modificagéo das distribuicGes de probabilidade temporais
para favorecer as transicdes dentro do tempo de missdo temos a fdp da distribuicdo enviesada na equacéo 3.5.

dFf(tITy) 1 (3.5)
at Ty —T,

fi (TyalTy) =

Com o auxilio da equacdo 3.1, temos que o FA de (1) avangos temporais sdo dados por 3.6, de um dado sistema
com um componente i transitando do estado inicial j; para um estado final k; num tempo T, para um tempo
Ts,, dentro de um tempo de misséo T),.

(Tl Tesy) (36)

Nc¢ Nc¢
= -] = I ex Z Lo (Teg1 =T . (Ty =T,
fj*(Ts|Ts+1) ;Vh k; €XP L Vii-k; (Ts41 |- Ty —Ts)

Por fim, por meio da equagédo 3.4, temos que o FA de (lI) sorteio dos componentes em transi¢do € dado por
3.7.

_ f}'i(TslTs+1) _ Y:)ili—)ki N (37)
fj* (Ts1Ts41) Ne e
i=0 Y-k

A indisponibilidade por fim € obtida realizando o produto entre o FA acumulado no tempo T, conjuntamente
com o produto de todos os FA em tempos anteriores dentro da rodada.
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4. Aplicacao-piloto

A aplicacgdo-piloto considerando um sistema composto por dois componentes idénticos e reparaveis instalados
em seérie, cujas transi¢Oes de estado pode variar em disponivel e indisponivel com distribuicdes exponenciais.
Os componentes apresentam uma taxa de falha constante A, _,;, = 107% ano~?! e taxa de reparo constante

ilﬁoi = 10~2 ano~'. E possivel determinar a disponibilidade esperada deste sistema de maneira analitica por

meio de um modelo Markoviano e, com isso, validar os resultados obtidos a partir da simulagéo. O sistema
tem um tempo de misséo de T,,, a nivel de N,. rodadas, que sdo geradas em um computado com processador
Intel® Core™ i5-3550 CPU@3.30GHz 3.70 GHz, memodria instalada (RAM) 8,00 GB e sistema operacional
Windows 10 x 64.

A MCS, para tempos de missdo curtos em relacdo ao tempo médio de falha dos componentes, ndo consegue
capturar as transicdes de falha. Em virtude disto, o resultado da MCS obtido na Figura 4.1 ao nivel de 10°
rodadas dentro de um tempo de missdo de 10 anos € constante e nulo, o que ndo prové discernimento em
termos de anélise de risco. Como solucéo, a BMCS ao mesmo nivel de rodadas apresenta um comportamento
semelhante ao resultado analitico. Desta forma a simulagdo enviesada apresenta a capacidade de alcangar um
nivel satisfatério no refino dos resultados sem a necessidade de um nimero extenso de rodadas. A Figura 4.2
destaca o refinamento dos resultados em fung¢éo do aumento do nimero de rodadas de simulagéo.
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Figura 4.1 — Comparag&o entre métodos ao nivel de 10° rodadas
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Figura 4.2 — MCS por nimero de rodadas vs. resultado analitico
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Na tabela 4.1 é possivel observar que a um mesmo nivel de rodadas, a BMCS possui um tempo de
processamento superior a MCS a um mesmo nivel de rodadas. Isso ocorre devido as transagdes de estado serem
forcados a manter a simulagcdo em um looping enquanto o sistema ndo entrar em estado de falha ao menos uma
vez. Desta forma, cada rodada da BMCS se estende por mais tempo em relacdo ao método tradicional. Por
outro lado, a BMCS necessita de um volume reduzido de rodadas tendo em vista que o looping forca pelo
menos uma falha ao longo da simulagéo, o que se reflete em um nimero de falhas por rodada superior ao MCS.
A consequéncia do maior nimero de registro de falhas é a convergéncia mais rapida para zero do desvio entre
o resultado da simulacdo ao resultado analitico.

Tabela 4.1 — Comparacdo MCS e BMCS

Tempo (s) Desvio Falhas por rodada

Rodadas MCS BMCS MCS BMCS MCS BMCS
10° 0.0857667 | 0.314461 | 2.45E-04 | 2.57E-06 0.001 1.42
104 0.648089 | 1.86263 | 7.69E-05| 9.82E-07 0.0003 1.4204
10° 6.70952 | 17.2603 | 2.81E-05 | 6.73E-07 | 0.00024 1.42672
108 67.1263| 185.152| 2.39E-05 | 7.14E-07 | 0.000174 1.428566

Embora para uma simulag&o simples exista solu¢éo analitica, casos complexos com distribui¢Ges diferentes da
exponencial, ou que possuam necessidades de interferéncias na simulacdo, isto é, uma substituicdo do
equipamento por taxas de falha que dependem do tempo, ou simular o comportamento humano no reparo de
pecas, torna os resultados analiticos extremamente complexos. As simulagdes, portanto, sdo alternativas
préticas na abordagem da andlise de risco perante a analise RAM. A Figura 4.3 ilustra a possibilidade de
simulagdo de dois componentes idénticos e reparaveis associados em série, com distribuicGes de transicéo
Weibull. Os pardmetros adotados para 0 mesmo sistema descrito anteriormente séo a(i)i_’li = 10° anos,
B6,—1, = 1 para a distribuicdo do tempo até a falha e aj ;. = 10? ano, B _,,, = 2 para a distribuicéo do
tempo até o reparo.

Na Figura 4.3 a MCS tradicional apresenta resultados pouco refinados, com varia¢fes bruscas na estimativa
da indisponibilidade ao longo do tempo. O baixo refino na resposta humérica acontece por conta da baixa
capacidade da MCS de capturar eventos cuja probabilidade é da ordem de grandeza de 1/N,,4 Ou menores.
Logo, embora 0 aumento do nimero de rodadas por simulagcdo aproxime a estimativa da indisponibilidade ao
resultado analitico, a convergéncia é lenta, o que culmina num alto custo de processamento computacional. A
BMCS, por outro lado apresenta uma convergéncia acelerada ao resultado analitico, sem limitacdes
efetivamente no refino da estimativa da indisponibilidade. Isso porque a indisponibilidade é multiplicada por
FA que ndo possui restricdes de valor.
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Figura 4.3 — Comportamento dos resultados de MCS e BMCS perante a distribuigdo Weibull
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Embora os resultados do BMCS apresentem um desvio do resultado analitico inferior aos resultados do MCS
ao mesmo nivel de rodadas, o tempo de processamento por rodada do BMCS é maior. Isso acontece pela
estrutura da BMCS que se mantém no loop forcadamente até que haja a0 menos uma falha, o que garante um
namero de falhas por rodada substancialmente maior do que o MCS, o que viabiliza 0 menor desvio. Embora
o tempo de processamento por rodada do BMCS seja superior ao MCS, é necessario um nimero muito maior
de rodadas para 0 MCS alcancar o grau de refino alcancado pela simulacdo enviesada. Portanto a BMCS
alcanca seu objetivo de eficiéncia em reduzir a necessidade de processamento.

5. Considerac0es finais

A revisdo da literatura proposta neste trabalho focou-se na execu¢do do BMCS. A revisdo sugere que a
simulagdo reduz consideravelmente a necessidade do uso de memoria e processamento computacional,
otimizando o desempenho de uma simula¢do por meio da redugdo da necessidade do nimero de rodadas para
refinar a resposta numérica da Simulacdo de Monte Carlo. Se conclui que para todas 0s processos em que ha
uma distribuicdo acumulada de probabilidade, é possivel inserir o enviesamento por meio de uma funcgéo
invertivel.
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